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设 ( )( ), ( )G V G E G= 是一个有限简单无向图，映射 f 为对图G 所有顶点 
的一个{ }0,1 标号，即 { }: ( ) 0,1f V G → 。由 f 导出一个对图G 的部分边的{ }0,1
标号 f ∗如下定义： ( )E G 中任意一条边uv，若 ( ) ( )f u f v= ，则 ( ) ( )f uv f u∗ = ；
若 ( ) ( )f u f v≠ ，则uv 边不标号。记 ( )fv i 为在点标号 f 下 ( )V G 中标号为 i 的
顶点数， ( )fe i 为在 f 导出的部分边标号下 ( )E G 中标号为 i 的边数，
( ) (1) (0)f f fB G e e= − 。若 (1) (0) 1f fv v− ≤ ，则称G 的这个标号 f 为友好 
标号。定义图G 的平衡指标集即BI 指标集 { }( ) ( ) :fBI G B G f= 为友好标号 。 
本文主要研究了两类乘积图的平衡指标集，主要结果如下： 
1．研究笛卡尔乘积图的平衡指标集，得到 1, 1,m mK K ， 2, 2,m mK K ， 1,m mK P ， 
, 1 1n n nK P+ + ， m mW W 的平衡指标集。 
2．研究叉积图的平衡指标集，得到 mm WW × ， nm CC × ， mm KK ,1,1 × ， mm KK ,1,2 × ， 
2, 2,m mK K× 的平衡指标集。 
 
























Boolean index set of graph is an important part of graph theory, Boolean index 
set theory can be applied to information engineering, communication networks, 
computer science, economic management, medicine, etc. The balance index set is an 
important issue in Boolean index set. In this paper, we will study the balance index set 
of two classes of product graphs. 
Let G be a simple graph with vertex set ( )V G  and edge set ( )E G . A 
labeling { }: ( ) 0,1f V G →  induces a partial edge labeling { }) 0,1f E G∗ →：（  
defined by ( ) ( )f uv f u∗ =  if and only if ( ) ( )f u f v= , for each edge 
( )uv E G∈ . Let ( ) ( ) : ( )fv i v V G f v i= ∈ = , 
*( ) ( ) : ( )fe i e E G f e i= ∈ = , 
( ) (1) (0)f f fB G e e= − . If (1) (0) 1f fv v− ≤ , then f  is called a friendly labeling. 
The balance index set is defined as { }( ) ( ) : is a friendly labelingfBI G B G f= . 
   In this paper, we mainly discuss the balance index set of two classes of product 
graphs. The main results are as follows: 
(1) We focus our attention on discussing the balance index set of Cartesian  
product graphs, that is,  exact  balance  index  sets  of 1, 1,m mK K , 2, 2,m mK K , 
1,m mK P , , 1 1n n nK P+ +  and m mW W  are also obtained. 
(2) We focus our attention on discussing the balance index set of cross product 
graphs, that is, exact balance index sets of mm WW × , nm CC × , mm KK ,1,1 × , 
mm KK ,1,2 ×  and 2, 2,m mK K×  are also obtained. 
 
























1.1 研究背景  









本文所研究的图都是有限简单无向图。 ( )V G ， ( )E G 分别表示图 G 的顶
点集和边集。 
Cahit[12]在 1987 年提出一种称为亲切标号（cordial graph labeling）的图的标
号问题。图 ( )( ), ( )G V G E G=  及集合 { }0,1A = ，定义图的顶点标号映射 
: ( )f V G A→ 。 Cahit 考 虑 G 的 边 标 号 # : ( )f E G A→ ， 其 中
# ( ) ( ) ( ) , ( )f uv f u f v uv E G= − ∀ ∈ 。 
Lee, Liu 和 Tan
[13]
考虑了另一种标号问题，称为平衡标号（balanced  
labeling）。记 ( )fv i  在点标号 f  下 ( )V G  中标号为 i  的顶点数， ( )fe i  为
在 f  导出的部分边标号下 ( )E G  中标号为 i  的边数。 
定义 1.1[13]：设 { }: ( ) 0,1f V G → 是图 G 的一个顶点标号映射,则由 f  可
诱导出图 G 的一个部分边的标号 { }) 0,1f E G∗ →：（ ，对任意的 ( )uv E G∈ ,
当且仅当 ( ) (f u f v= ） 时，有 ( ) ( )f uv f u∗ = ；若 ( ) (f u f v≠ ），则边 uv  未
被 f ∗标号。称 ( ) (1) (0)f f fB G e e= −  为图 G 的平衡标号。 
定义 1.2[13]：若 (1) (0) 1f fv v− ≤ ，称图 G 的这个标号 f  为友好标号； 















定义 1.3[13]：如果存在一个友好标号 f  使得 (1) (0) 1f fe e− ≤ ，则称图 G 
为平衡图。 
Shiu 和 Kwong 在文献[14]提出一个平衡标号的等价定义。 
定义 1.4[14]：设 { }: ( ) 0,1f V G →  是图 G 的一个点标号映射，定义
{ }: ( ) 0.5,0.5g V G → − ，其中 0.5g f= − 。则由 g  诱导出相应的边标号映
射 : ( ) { 1,0,1}g E G∗ → − ， ( ) ( ) ( ), ( )g uv g u g v uv E G∗ = + ∀ ∈ 。 
命题 1.1[14]：若记 ( )gv i  为在点标号 g  下 ( )V G  中标号为 i  的顶点数，
( )ge i 为 在 g 导 出 的 边 标 号 g
∗
下 ( )E G 中 标 号 为 i 的 边 数 ，
( ) (1) ( 1)g g gB G e e= − − 。因此 ( ) 1g e
∗ = −  等价于 ( ) 0f e∗ = ， ( ) 1g e∗ =  等价于
( ) 1f e∗ = ， ( ) 0g e∗ =  等价于在 f  中 e  不标号。 
命题 1.2[14]： f 为友好标号等价于 ( 0 .5) (0 .5) 1g gv v− − ≤ ，因此当
( 0 .5) (0 .5) 1g gv v− − ≤ 时, g 为友好标号。 
命题1.3[14]：对于图 G 的一个{ }0.5,0.5− 标号，记 (0.5)g gv v+ =  ， ( 0.5)g gv v− = − ，
则
1
( ) ( )
2 g gu V
g u v v+ −
∈
= − 。 
引理 1.1[14]: 若 g  为 { }( ), ( )G V G E G=  的任意一个 { }0.5,0.5−  标号，则有
*( ) ( ) deg( ) ( )g
e E u V
B G g e u g u
∈ ∈
= =  。 
定理 1.1[14]：若图 G 和图 H 有相同的度序列，则 ( ) ( )BI G BI H= 。 
定 理 1.2[14] ： 若 g 为 r− 正 则 图 G的 任 意 一 个 { }0.5,0.5− 标 号 ， 则
( ) ( )
2g g g
rB G v v+ −= − 。 
由定理 2 得，r−正则图 G 的顶点数若为偶数，则 { }( ) 0BI G = ；若为奇数，则
( )
2
rBI G  =  
 
。 
定义 1.5: 称一个图是 ( , )r s − 正则的 ( )r s≠ ，如果这个图的每个点的度数都
















命题 1.4[14]: 若 ( )( ), ( )G V G E G=  为 ( , )r s − 正则图， g 为 G 的任意一个
{ }0.5,0.5−  标号，则由引理 1 有： 
( )gB G =
( ) ( )
deg( ) deg( )
( ) ( )
u V G v V G
u r v s
r g u s g v
∈ ∈
= =
+   
       =
( ) ( )
deg( )
( ) ( ) ( )
u V G v V G
u r
r s g u s g v
∈ ∈
=
− +   
= , ,( ) ( )2 2g r g r g g
r s sv v v v+ − + −− − + − ， 
（其中 ,g rv
+  和 ,g rv
−  分别表示度为 r  的点中标号为 0.5  和 0.5−  的点的数
目。） 
定义 1.6: 称一个图是 ( , , )r s t − 正则的 ( )r s t≠ ≠ ，如果这个图的每个点的度
数都是 r  或者 s ，或者 t 。 
命题 1.5: 若 ( , )G V E=  为 ( , , )r s t − 正则图，g 为 G 的任意一个{ }0.5,0.5−
标号，则由引理 1 有： 
( )gB G =
( ) ( ) ( )
deg( )deg( ) deg( )
( ) ( ) ( )
u V G v V G w V G
w tu r v s
r g u s g v t g w
∈ ∈ ∈
== =
+ +    
=
( ) ( ) ( )
deg( ) deg( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u V G v V G w V G
v s w t
r g u s r g v t r g w
∈ ∈ ∈
= =
+ − + −    
= , , , ,( ) ( ) ( )2 2 2g g g s g s g t g t
r s r t rv v v v v v+ − + − + −− −− + − + − ， 
（其中 ,g sv
+  和 ,g sv
−  分别表示度为 s  的点中标号为 0.5  和 0.5−  的点的数
目， ,g tv
+  和 ,g tv
−  分别表示度为 t  的点中标号为 0.5  和 0.5−  的点的数目。） 
定义 1.7: 称一个图是 ( , , , )r s t y − 正则的 ( )r s t y≠ ≠ ≠ ，如果这个图的每个
点的度数都是 r  或者 s ，或者 t ，或者 y 。 
命题1.6: 若 ( , )G V E= 为 ( , , , )r s t y − 正则图，g 为 G 的任意一个{ }0.5,0.5−















( )gB G =
( ) ( ) ( )
deg( )deg( ) deg( )
( ) ( ) ( )
u V G v V G w V G
w tu r v s
r g u s g v t g w
∈ ∈ ∈
== =
+ +    
=
( ) ( ) ( ) ( )
deg( ) deg( ) deg( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
u V G v V G w V G z V G
v s w t z y
r g u s r g v t r g w y r g z
∈ ∈ ∈ ∈
= = =
+ − + − + −     
, , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2g g g s g s g t g t g y g y
r s r t r y rv v v v v v v v+ − + − + − + −− − −= − + − + − + − ， 
（其中 ,g sv
+  和 ,g sv
−









分别表示度为 y  的点中标号为 0.5  和 0.5−  的点的数目。） 
1.2 术语和记号 
注意到任意图 G 的平衡指标集为非负整数集合。为了书写的方便，对于非
负整数 ,a b  且 a < b，通常用 [ ],a b  来表示 [ ],a b  的所有整数，即若
[ ]( ) ,BI G a b= ，则 { }( ) , 1, , 1,BI G a a b b= + − 。 
nK  为 n  阶完全图， ,m nK  为完全二部图， nC  为 n  个顶点的圈， nP  为
n  个顶点的路， nW  为 n  个顶点的轮图。 
设 ),( 111 EVG =  与 ),( 222 EVG =  是两个图， 1G  与 2G  的笛卡尔乘积图定
义为： 1 2 ( , )G G V E= ，其中 ( ){ }1 2 1 2, ,i j i jV V V u v u V v V= × = ∀ ∈ ∈  且 
( ){ }1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2( , ), ( , ) ( , ) ( , )E u v u v v v u u E u u v v E= = ∈ = ∈且 ；或 且  
设 ),( 111 EVG =  与 ),( 222 EVG =  是两个图， 1G  与 2G  的叉积图定义为：
1 2 ( , )G G V E× = ，其中 ( ){ }1 2 1 2, ,i j i jV V V u v u V v V= × = ∀ ∈ ∈  且 






















  m nC C ， m nC P ， m nW C ， m nK P ， 1,m nK K 和 ,t m nK K 的平衡指标集，
以及路与路的笛卡尔乘积图的平衡指标集见参考文献[14]，[27]，[28]。在参考文
献[27]，[28] 中给出 m nP C× ， m nP P× 的平衡指标集。在参考文献[29]，[30]中
给出 m nC C 和 2 nP P× 的平衡指标集。 
本文主要研究了两类乘积图的平衡指标集，主要结果如下： 
1．研究笛卡尔乘积图的平衡指标集，得到 1, 1,m mK K ， 2, 2,m mK K ， 1,m mK P ，
, 1 1n n nK P+ + ， m mW W 的平衡指标集。 
2．研究叉积图的平衡指标集，得到 mm WW × ， nm CC × ， mm KK ,1,1 × ， 






























第二章   一些笛卡儿乘积图的平衡指标集  






0, 4 , 2,
0, ( 1), 2( 1), , ( 1)( 1) , 3




m m m m m m





 − − + − ≥







证明： 1=m  时， 1,1 2K P= 。故 { }2 2( ) 0BI P P = 。 
2=m  时， 1,2 3K P= 。故 [ ]3 3( ) 0, 4BI P P = 。 
3≥m  时， 1, 1,m mK K  是 正则图−+ )2,1,2( mm ，其中 2 度点有 
2m 个， 1+m  度
点有 m2  个， m2  度点有 1 个。 
设 2, 1, 2r s m t m= = + = ，则 
1, 1,( )g m mB K K = , , , ,( ) ( ) ( )2 2 2g g g s g s g t g t






















mgmggg vmmvmvv ， 
其中： [ ] [ ], 1 ,20, 2 , 0,1g m g mv m v+ ++ ∈ ∈ 。 
由于 3≥m  时， 2 2 1m m> + 。因此， [ ] [ ], 1 ,20, 2 , 0,1g m g mv m v+ ++ ∈ ∈  且 , 1 ,2,g m g mv v+ ++  
取遍每一个值， 1, 1,m mK K  都存在友好标号。 
1, 1,m mK K  共有 
2( 1)m +  个点，当 2( 1)m +  为偶数时，即 m  为奇时，设 g  为
友好标号， 0=− −+ gg vv 。 
1, 1, , 1 ,2
1
( ) 1)( ) 2( 1)( )
2g m m g m g m
B K K m v m m v+ ++= − − + − −（ 。 















故 { }1, 1,( ) 0, 1, 2( 1),3( 1), , ( 1)( 1)m mBI K K m m m m m= − − − + − 。 
当 2( 1)m +  为奇数时，即 m  为偶时，设 g  为友好标号， 1g gv v
+ −− = ± 。  
1, 1, , 1 ,2
1
( ) 1 1)( ) 2( 1)( )
2g m m g m g m
B K K m v m m v+ ++= ± + − − + − −（ 。 
{ }1, 1,( ) 1 ( 1) 1, 2( 1) 1, 3( 1) 1, , ( 1)( 1) 1g m mB K K m m m m m∈ ± ± − ± ± − ± ± − ± ± + − ±， 。 
故 [ ] [ ]1, 1,
1 ( 2), , (2 3), (2 1), ,
( )
( 1) ( 2) , ( 1)g m m
m m m m
B K K
m m m m m m
± ± − ± ± − ± −  ∈ ± + − + ± + −  
，
。 
故 { }1, 1,( ) 1, 2, , 2 3, 2 1, , ( 1) ( 2), ( 1)m mBI K K m m m m m m m m m m= − − − + − + + − 。 










0, 2,4,6,8,10,12,14,16,18,20 , 4,
0, 2,2( 2), , (2 4)( 2) , 5






m m m m m m







 − − + − ≥








证明：（1）当 1m =  时， 2,1 3K P= 。故 [ ]2,1 2,1 3 3( ) ( ) 0, 4BI K K BI P P= = 。 
(2) 当 2m =  时， 2,2 2,2K K  是 正则图−4 。 
2,2 2,2
4
( ) ( )
2g g g
B K K v v+ −= − 。 
2,2 2,2K K  共有 16 个点，设 g  为友好标号， 0=−
−+
gg vv 。 
2,2 2,2( ) 0gB K K = 。故 { }2,2 2,2( ) 0BI K K = 。 
(3) 当 3m =  时， 2,3 2,3K K  是 ( ) 正则图−6,5,4 其中 4 度点有 9 个，5 度点有 12
个，6 度点有 4 个。 设 ,6,4,5 === tsr 则 
2,3 2,3( )gB K K = , , , ,( ) ( ) ( )2 2 2g g g s g s g t g t


































gggg vvvv ， 
其中： [ ] [ ],4 ,60,9 , 0, 4g gv v+ +∈ ∈ 。 
2,3 2,3K K  共有 25 个点。由于 14912 −+= ，因此： 
①  在  1g gV V
+ −− =  时， [ ] [ ],4 ,60,9 , 0, 4g gv v+ +∈ ∈  且  ,4 ,6,g gv v+ +  取遍每一个值，
2,3 2,3K K  都存在友好标号。 
② 在 1g gv v
+ −− = −  时， [ ] [ ],4 ,60,9 , 0, 4g gv v+ +∈ ∈  且 ,4 ,69, 4g gv v+ += =  不能同时成
立时， 2,3 2,3K K  都存在友好标号。 
设 g  为友好标号， 1±=− −+ gg vv 。 







gg vv 。 
[ ]2,3 2,3( ) 9,9gB K K ∈ − 。故 [ ]2,3 2,3( ) 0,9BI K K = 。 
(4) 当 4m =  时， 2,4 2,4K K  是 ( ) 正则图−8,6,4 ，其中 4 度点有 16 个，6 度点
有 16 个，8 度点有 4 个。  
设 ,8,6,4 === tsr 则 
2,4 2,4( )gB K K = , , , ,( ) ( ) ( )2 2 2g g g s g s g t g t











−+−−+− ++−+ gggg vvvv  
= ,6 ,82( ) 2( 8) 4( 2)g g g gv v v v
+ − + +− + − + − ,  
其中： [ ] [ ],6 ,80,16 , 0, 4g gv v+ +∈ ∈ 。 
2,4 2,4K K  共有 36 个点，设 g  为友好标号， 0=−
−+
gg vv 。 
2,4 2,4( )gB K K = )2(4)8(2 8,6, −+−
++
gg vv 。 
由于 [ ] [ ],6 ,80,16 , 0, 4g gv v+ +∈ ∈  且 ,6 ,8,g gv v+ +  取遍每一个值， 2,4 2,4K K  会出现不
存在友好标号的情况，因此要分情况具体讨论如下： 
① 当 06, =
+
gv  且 [ ]4,28, ∈+gv  时，存在友好标号。 
2,4 2,4( )gB K K = )2(4)8(2 8,6, −+−
++
gg vv = )2(4)80(2 8, −+−
+
gv = )2(416 8, −+−
+
gv 。 
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